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Q. 二部グラフの完全マッチングの個数を求める

FPRASは存在するか？ (1979～2004)
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 二部グラフ: 𝐺 = 𝑈, 𝑉; 𝐸 ．

• 完全マッチングを考えるときは 𝑈 = 𝑉 = 𝑛とする．

 マッチング: ℳ = 𝑀 ⊆ 𝐸 ∀𝑒, 𝑓 ∈ 𝑀 𝑒 ≠ 𝑓 , 𝑒 ∩ 𝑓 = ∅

• サイズ𝑘マッチング: ℳ𝑘 = 𝑀 𝑀 = 𝑘 ;  ℳ = 𝑘=0ڂ
𝑛 ℳ𝑘

• 完全マッチング: 𝒫 = ℳ𝑛

 𝑚𝑘 = |ℳ𝑘|

 Permanent

per 𝐴 = 

𝜎∈𝑆𝑛

ෑ

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖,𝜎𝑖

 𝐴𝑖𝑗 = ቊ
1 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸

0 𝑖, 𝑗 ∉ 𝐸
のとき per 𝐴 = 𝑚𝑛



アルゴリズムのアイデア 1/2
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• 𝒫:完全マッチング

• 𝒩𝑢,𝑣: 𝑢-𝑣 hole 𝑛 − 1マッチング

• 𝑤 𝑢, 𝑣 =
𝒫

𝒩𝑢,𝑣
とすると，

𝑚𝑛 + 𝑚𝑛−1 = 𝒫 + σ𝑢𝑣 𝒩𝑢,𝑣 = 𝒫 1 + σ𝑢𝑣
𝒩𝑢,𝑣

𝒫
= 𝒫 1 + σ𝑢𝑣

1

𝑤 𝑢,𝑣
 

➢ 𝑚𝑛 + 𝑚𝑛−1の推定はできるので，𝒘 𝒖, 𝒗 が推定できれば良い．

• [注意] 最悪ケースで𝑤 𝑢, 𝑣 ≤ O 2−
𝑛

6 なので，素朴には推定しづらい．

➢ 枝に重みをつけて，𝑤 𝑢, 𝑣 = 𝑂 1 を目指す!?

𝒫 =
𝑚𝑛 + 𝑚𝑛−1

1 + σ𝑢𝑣
1

𝑤 𝑢, 𝑣

求めたいのは|𝒫|



アルゴリズムのアイデア 2/2
5

◼ 𝒘 𝒖, 𝒗 が推定できれば良い．

◼ 枝に重みをつけて，𝑤 𝑢, 𝑣 = 𝑂 1 を目指す!?

• 枝重み𝛼 𝑒 とし，マッチング重みを𝜓 𝑀 = ς𝑒∈𝑀 𝛼 𝑒 とする．

• 𝜓 𝒫 = σ𝑀∈𝒫 𝜓 𝑀 ，𝜓 𝒩𝑢𝑣 = σ𝑀∈𝒩𝑢𝑣
𝜓 𝑀 として，

𝑤 𝑢, 𝑣; 𝜶 =
𝜓 𝒫

𝜓 𝒩𝑢𝑣
と(少し)一般化．

➢ 𝛼 𝑒 = 1 𝑒 ∈ 𝐸 , 𝛼 𝑒 = 0 𝑒 ∉ 𝐸 とすれば， 𝑤 𝑢, 𝑣 = 𝑤 𝑢, 𝑣; 𝜶 ．

• 𝜋 𝑀 ∝ ቊ
𝜓 𝑀 𝑀 ∈ 𝒫

𝑤 𝑢, 𝑣; 𝜶 𝜓 𝑀 𝑀 ∈ 𝒩𝑢𝑣

からサンプリングすれば，
𝜓 𝑀

𝜓 𝒩𝑢𝑣
= 𝑂(1) （しかし， 𝑤 𝑢, 𝑣  は不明!）

• 𝛼 𝑒 = 1 𝑒 ∈ 𝑈 × 𝑉 とすれば，𝑤 𝑢, 𝑣; 𝟏 は自明なので，

そこから少しづつ𝛼を変化させて𝑤 𝑢, 𝑣; 𝜶 を見積もる．



アルゴリズム（概略）
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• 初期設定はすべての 𝑒 ∈ 𝑈 × 𝑉について𝛼0 𝑒 = 1．

• 𝜓0 𝑀 = ς𝑒∈𝑀 𝛼0 𝑒 ． 𝑤0 𝑢, 𝑣 =
𝜓0 𝒫

𝜓0 𝒩𝑢𝑣
=

𝑛!

𝑛−1 !
= 𝑛．

• 𝑒 ∉ 𝐸を任意に一つ選び，

𝛼𝑟 𝑒′ = ൞

𝛼𝑟−1 𝑒′

2
𝑒′ = 𝑒

𝛼𝑟−1 𝑒′ 𝑒′ ≠ 𝑒
 

• すべての 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 × 𝑉について，𝑤𝑟 𝑢, 𝑣 =
𝜓𝑟 𝒫

𝜓𝑟 𝒩𝑢𝑣
を推定:

𝜋𝑟 𝑀 ∝ ቊ
𝜓𝑟 𝑀 𝑀 ∈ 𝒫

𝑤𝑟−1 𝑢, 𝑣 𝜓𝑟 𝑀 𝑀 ∈ 𝒩𝑢𝑣

からサンプリングすると，𝑤𝑟 𝑢, 𝑣 =
𝜋𝑟 𝒫

𝜋𝑟 𝒩𝑢𝑣
𝑤𝑟−1 𝑢, 𝑣 ．

• すべての𝑒 ∉ 𝐸 に対して𝑎𝑅 𝑒 ≪
1

𝑛!
となったら終了．

➢ 所望の𝑤𝑅 𝑢, 𝑣 を得る．

• 𝜓𝑟 𝑀 = ς𝑒∈𝑀 𝛼𝑟 𝑒

• 𝜓𝑟 𝒫 = σ𝑀∈𝒫 𝜓𝑟 𝑀

• 𝜓𝑟 𝒩𝑢𝑣 = σ𝑀∈𝒩𝑢𝑣
𝜓𝑟 𝑀

反復回数は高々 𝑛2 log2 𝑛 ⋅ 𝑛! ≃ 𝑂(𝑛3 log 𝑛)



証明すべきこと
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補題 12.1.

ℳ𝑛 ∪ ℳ𝑛−1上のマルコフ連鎖は，定常分布

𝜋𝑟 𝑀 ∝ ቊ
𝜓𝑟 𝑀 𝑀 ∈ 𝒫

𝑤𝑟−1 𝑢, 𝑣 𝜓𝑟 𝑀 𝑀 ∈ 𝒩𝑢𝑣

に従うMetropolis-Hastingsとする．

𝑤𝑟 𝑢,𝑣

2
≤ 𝑤𝑟−1 𝑢, 𝑣 ≤ 2𝑤𝑟 𝑢, 𝑣 を満たすとき，Mixing timeは

𝜏 𝜖 = O 𝑛6 log 𝑛 + log 𝜖−1

補題 12.2. 

poly(𝑛, 𝜖−1, log 𝛿−1)回のサンプルで，

Pr
𝑤𝑟 𝑢, 𝑣

1 + 𝜖
≤ ෝ𝑤𝑟 𝑢, 𝑣 ≤ (1 + 𝜖)𝑤𝑟 𝑢, 𝑣 ≥ 1 − 𝛿

定理 12.3. [JSV04]

𝒫 のFPRASが存在．

定理 12.4. [JSV04]

per 𝐴 のFPRASが存在．
拡張



おわり
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