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Conductance
2

定理 9.1. 

𝑃がエルゴード的でreversibleのとき

Φ2

2
≤ 1 − 𝜆2 ≤ 2Φ

𝑃 = 𝑝𝑖𝑗 の定常分布を𝝅とする．

• 𝜋 𝑆 = σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖

• 𝑄 𝑆 = σ𝑖∈𝑆,𝑗∉𝑆 𝑝𝑖𝑗𝜋𝑖

• Φ 𝑆 =
𝑄(𝑆)

𝜋 𝑆

• Φ = min Φ 𝑆  𝑆 ∉ ∅, Ω , 𝜋 𝑆 ≤
1

2
“Conductance” 

補題 9.2.

𝑃がエルゴード的でreversibleのとき

𝜆2 ≤ 1 −
Φ2

2

補題 9.3.  

𝑃がエルゴード的でreversibleのとき

𝜆2 ≥ 1 − 2Φ



証明

3
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補題 9.2

エルゴード的、reversibleに対して

𝜆2 ≤ 1 −
Φ2

2

証明 1/4

• 𝒆 = 𝑒1, … , 𝑒𝑁 を固有値 𝜆 < 1の固有ベクトルとする．

• 𝐿 = 𝐼 − 𝑃: Laplacian

➢ 𝒆𝐿 = 1 − 𝜆 𝒆

• 𝑆 = 𝑖 𝑒𝑖 > 0  とする．𝜋 𝑆 = σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 ≤ 1/2を仮定する．

✓ σ𝑖 𝑒𝑖 = 0  (固有値1の固有ベクトル𝟏と直交してるから)

• ො𝒆を以下で定義: 

 Ƹ𝑒𝑖 = ൝
𝑒𝑖

𝜋𝑖
for 𝑖 ∈ 𝑆

0 otherwise

• 便宜のため、以下、 Ƹ𝑒1 ≥ Ƹ𝑒2 ≥ ⋯ ≥ Ƹ𝑒𝑁となるよう（行列𝐿を）並べ替える．

➢ 適当な 𝑟に対して𝑆 = 1, … , 𝑟 と仮定できる(𝜋𝑖 > 0より)

• 𝜋 𝑆 = σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖

• 𝑄 𝑆 = σ𝑖∈𝑆,𝑗∉𝑆 𝑝𝑖𝑗𝜋𝑖

• Φ 𝑆 =
𝑄(𝑆)

𝜋 𝑆

• Φ = min Φ(𝑆) 𝑆 ∉ ∅, Ω , 𝜋 𝑆 ≤
1

2



証明 2/4
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• 内積をとって、𝒆⊤𝐿ො𝒆 = 1 − 𝜆 𝒆⊤ ො𝒆

• 右辺は 1 − 𝜆 σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

• 左辺は

෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗=1

𝑁

Ƹ𝑒𝑖𝑙𝑗𝑖𝑒𝑗 ≥ ෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗∈𝑆

Ƹ𝑒𝑖𝑙𝑗𝑖𝑒𝑗

= ෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗∈𝑆,𝑗≠𝑖

𝑙𝑗𝑖 Ƹ𝑒𝑖𝑒𝑗 + ෍

𝑖∈𝑆

𝑙𝑖𝑖 Ƹ𝑒𝑖𝑒𝑖

= − ෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗∈𝑆,𝑗≠𝑖

𝑝𝑗𝑖 Ƹ𝑒𝑖𝑒𝑗 + ෍

𝑖∈𝑆

Ƹ𝑒𝑖𝑒𝑖 ෍

𝑗≠𝑖

𝑝𝑖𝑗

= − ෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗∈𝑆,𝑗≠𝑖

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 Ƹ𝑒𝑗 + ෍

𝑖∈𝑆

෍

𝑗≠𝑖

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2

= −2 ෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 Ƹ𝑒𝑗 + ෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2 + Ƹ𝑒𝑗

2

= ෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 − Ƹ𝑒𝑗
2

• よって、1 − 𝜆 ≥
σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖− Ƹ𝑒𝑗

2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

• 𝑙𝑖𝑗 = −𝑝𝑖𝑗

• 𝑙𝑖𝑖 = 1 − 𝑝𝑖𝑖 = σ𝑗≠𝑖 𝑝𝑖𝑗

• Ƹ𝑒𝑖 =
𝑒𝑖

𝜋𝑖

• 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 = 𝑤𝑗𝑖 = 𝑤𝑖𝑗 = 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗

1 2 3

1 𝑤12 Ƹ𝑒1
2 𝑤13 Ƹ𝑒1

2

2 𝑤21 Ƹ𝑒2
2 𝑤23 Ƹ𝑒2

2

3 𝑤31 Ƹ𝑒3
2 𝑤32 Ƹ𝑒3

2

𝑤𝑗𝑖 = 𝑤𝑖𝑗



証明 3/4
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Cauchy-Schwartz

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 + Ƹ𝑒𝑗
2

≤ 2 σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2 + Ƹ𝑒𝑗

2 ≤ 2 σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2より

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 + Ƹ𝑒𝑗
2

2 σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 ≤ 1

1 − 𝜆 ≥
σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 − Ƹ𝑒𝑗

2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

≥
σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 − Ƹ𝑒𝑗

2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖 + Ƹ𝑒𝑗
2

2 σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

≥
1

2

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗
2 Ƹ𝑒𝑖

2 − Ƹ𝑒𝑗
2 2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2

≥
1

2

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2 − Ƹ𝑒𝑗

2 2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2

 右辺=
Φ2

2
を示す．



証明4/4
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
1

2

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2− Ƹ𝑒𝑗

2
2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2  =

Φ2

2
を示す．

෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2 − Ƹ𝑒𝑗

2 = ෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗 ෍

𝑘=𝑖

𝑗−1

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2

= ෍

𝑘=1

𝑟

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2 ෍

𝑖∈𝑆𝑘,𝑗∉𝑆𝑘

𝑤𝑖𝑗

= ෍

𝑘=1

𝑟

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2 𝑄 𝑆𝑘

≥ Φ ෍

𝑘=1

𝑟

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2 𝜋 𝑆𝑘

= Φ ෍

𝑘=1

𝑟

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2 ෍

𝑖=1

𝑘

𝜋𝑖

= Φ ෍

𝑖=1

𝑟

𝜋𝑖 ෍

𝑘=𝑖

𝑟

Ƹ𝑒𝑘
2 − Ƹ𝑒𝑘+1

2

= Φ ෍

𝑖∈𝑆

𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2

1 2 3 4 5

1 𝜙1 𝜙1 + 𝜙2 𝜙1 + 𝜙2 + 𝜙3 𝜙1 + 𝜙2 + 𝜙3 + 𝜙4

2 𝜙2 𝜙2 + 𝜙3 𝜙2 + 𝜙3 + 𝜙4

3 𝜙3 𝜙3 + 𝜙4

4 𝜙4

𝑄 𝑆𝑘 ≥ Φ𝜋 𝑆𝑘   (recall Φ = min
𝑆

𝑄 𝑆

𝜋(𝑆)
)

よって

1

2

σ𝑖<𝑗 𝑤𝑖𝑗 Ƹ𝑒𝑖
2 − Ƹ𝑒𝑗

2 2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2

=
1

2

Φ σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2

σ𝑖∈𝑆 𝜋𝑖 Ƹ𝑒𝑖
2 2 =

Φ2

2
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補題 9.3.  

任意のエルゴードreversibleに対して

𝜆2 ≥ 1 − 2Φ

証明

縦ベクトル𝒇を

 𝑓𝑖 = ൞

𝜋𝑖

𝜋 𝑆
𝑖 ∈ 𝑆

−𝜋𝑖

1−𝜋 𝑆
𝑖 ∉ 𝑆

とする．෠𝒇 = Π−1𝒇 =
𝑓𝑖

𝜋𝑖
とする．

Claim 1. 1 − 𝜆2 𝒇⊤ ෠𝒇 ≤ 𝒇⊤𝐿𝒇

Claim 2. 
𝒇⊤𝐿𝒇

𝒇⊤ ෠𝒇
≤ 2Φ

Π: = diag 𝜋1, … , 𝜋𝑁

=
𝜋1 0

 ⋱
0 𝜋𝑁

➢ Π−1 = diag 𝜋1, … , 𝜋𝑁

Π1/2 ≔ diag 𝜋1, … , 𝜋𝑁

Π−1/2 ≔ diag 1/ 𝜋1, … , 1/ 𝜋𝑁

➢ Π1/2 −1
= Π−1/2

➢ Π1/2 2
= Π



Claim 1
9

証明

• 𝐿 = 𝐼 − 𝑃

➢ 𝐿の固有値は1 − 𝜆 0 ≤ 1 − 𝜆 ≤ 2

➢ 𝐿の固有ベクトルは𝑃と共通

• 𝐴 = Π1/2𝐿Π−1/2とする．

➢ 𝐴の固有値は1 − 𝜆 0 ≤ 1 − 𝜆 ≤ 2

➢ 𝐴の固有値0の左固有ベクトル 𝒆⊤ = (𝜋1
1/2

, … , 𝜋𝑁
1/2

)

➢ 𝐴は対称

• Subclaim 

𝒈は𝒆の直交ベクトルとすると

1 − 𝜆2 𝒈⊤𝒈 ≤ 𝒈⊤𝐴𝒈

∵すべての固有値は1 − 𝜆2以上．𝐴は対称．

Cf. レイリー商

(Rayleigh quotient)



Claim 1
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• 𝒈 = Π−1/2𝒇とする．

➢ 𝒇 = Π1/2𝒈

➢ ෠𝒇 = Π−1𝒇 = Π−1/2𝒈

• 𝒇⊤ ෠𝒇 = 𝒈⊤Π1/2Π−1/2𝒈 = 𝒈⊤𝒈

• 𝒇⊤𝐿෠𝒇 = 𝒈Π1/2𝐿Π−1/2𝒈 = 𝒈⊤𝐴𝒈

• 𝒆⊤𝒈 = 𝒆⊤Π−1/2𝒇 = 𝟏⊤𝒇 = 0よりsubclaimが使えて

1 − 𝜆2 𝒈⊤𝒈 ≤ 𝒈⊤𝐴𝒈

すなわち

1 − 𝜆2 𝒇⊤ ෠𝒇 ≤ 𝒇⊤𝐿𝒇



Claim 2
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𝒇⊤ ෠𝒇 = ෍

𝑖∈ 𝑁

𝑓𝑖
2

𝜋𝑖
= ෍

𝑖∈𝑆

𝜋𝑖

𝜋 𝑆 2
+ ෍

𝑖∉𝑆

𝜋𝑖

1 − 𝜋 𝑆
2 =

1

𝜋(𝑆)
+

1

1 − 𝜋 𝑆

𝒇⊤𝐿෠𝒇 = ෍

𝑖<𝑗

𝑤𝑖𝑗
መ𝑓𝑖 − መ𝑓𝑗

2
 (上界の式変形参照 )

= ෍

𝑖∈𝑆,𝑗∉𝑆

𝑤𝑖𝑗

1

𝜋 𝑆
+

1

1 − 𝜋 𝑆

2

= 𝑄 𝑆
1

𝜋 𝑆
+

1

1 − 𝜋 𝑆

2

1 − 𝜆2 ≤
𝒇⊤𝐿෠𝒇

𝒇⊤ ෠𝒇
= 𝑄 𝑆

1

𝜋 𝑆
+

1

1 − 𝜋 𝑆
≤ 𝑄 𝑆

2

𝜋 𝑆
= 2

𝑄 𝑆

𝜋 𝑆
= 2Φ

𝜋 𝑆 ≤
1

2
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