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マルコフ連鎖のmixing time

 Ω上の分布𝜇, 𝜈の総変動距離 (total variation distance)

𝑑TV 𝜇, 𝜈 ≔ max
𝑄⊆Ω

෍

𝑥∈𝑄

𝜇 𝑥 − 𝜈 𝑥

=
1

2
෍

𝑥∈Ω

𝜇 𝑥 − 𝜈 𝑥

 エルゴード的マルコフ連鎖𝑀の定常分布を𝝅とする．

𝜖 0 < 𝜖 < 1 に対して，

𝜏 𝜖 ≔ max
𝑥∈Ω

min 𝑡 ∀𝑠 ≥ 𝑡, 𝑑TV 𝑃𝑥
𝑠, 𝜋 ≤ 𝜖

を𝑀のmixing timeという．

 𝜏 𝜖 ≤ poly log Ω , 𝜖−1 のとき，rapidly mixingという．



prob.
 

誤差



例題
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例 3.

𝑃 =

1/3 1/2 1/6
1/2 1/6 1/3
1/6 1/3 1/2

の𝑃𝑛を求めよ．

𝑃を対角化する．特性方程式を立てると．
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例題
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例 3.

𝑃 =

1/3 1/2 1/6
1/2 1/6 1/3
1/6 1/3 1/2

の𝑃𝑛を求めよ．
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=
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したがって，

𝑃𝑛 =

1

3

2

12
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𝑛

0
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𝑛 → ∞を考えると．

𝑃∞ =

1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3



mixing timeは第2固有値で決まる
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定理 8.1. (上界). 

 Lazyなreversibleマルコフ連鎖に対して，

𝝉 𝜺 ≤
ln 𝜋min

−1 + ln 𝜀−1 

1 − 𝜆2
 

ただし𝜋min = min
𝑖∈Ω

𝜋𝑖, 𝜆2は𝑃の第二固有値．

定理 8.2. (下界). 

 Lazyなreversibleマルコフ連鎖に対して，

𝜏 𝜀 ≥
𝜆2 ln 2𝜀 −1  

2(1 − 𝜆2)
 



準備 1
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 有限マルコフ連鎖𝑀がlazy 

◆ 任意の𝑖 ∈ Ωに対して，𝑝𝑖𝑖 ≥
1

2
．

補題 8.3.

Reversibleマルコフ連鎖𝑀 = Ω, 𝑃 はlazyとする．

このとき，𝑃は半正定値(すべての固有値は実数で非負)．

まとめ: 

𝑃はreversibleかつlazyとする．

✓ 𝑃の固有値はすべて実数．𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛とする．

✓ 𝜆1 = 1

✓ 𝜆2 < 1 (Perron-Frobeniusの定理; 𝜆2を第二固有値という)

✓ 𝜆𝑛 ≥ 0

証明の概略

𝑃′ = 2𝑃 − 𝐼は確率行列．さらにマルコフ連鎖𝑀′ = Ω, 𝑃′ はreversible．Reversible
マルコフ連鎖は実対角化可能(後述)．また，Gershgorinの定理から𝑃′の固有値𝜆𝑖

′は

すべて−1 ≤ 𝜆𝑖
′ ≤ 1．𝑃 =

𝑃′+𝐼

2
より，𝑃の固有値は

𝜆𝑖
′+1

2
となり，非負．



準備 2
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Π
1
2 ≔ diag 𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑛

Π−
1
2 ≔ diag

1

𝜋1
,

1

𝜋2
, … ,

1

𝜋𝑛

Π
1
2𝑃Π−

1
2 =

𝜋1 0

𝜋2

0 𝜋𝑛

𝑝𝑖𝑗

1

𝜋1
 0

1

𝜋2

0
1

𝜋𝑛 

=
𝜋𝑖

𝜋𝑗
𝑝𝑖𝑗

=
𝑝𝑗𝑖

𝑝𝑖𝑗
𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗𝑝𝑗𝑖

𝚷
𝟏

𝟐𝑷𝚷−
𝟏

𝟐は実対称行列なので，対角化できる．

補題 8.4.

reversibleマルコフ連鎖の推移確率行列𝑃は実対角化可能．

𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 = 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 ⇔
𝜋𝑖

𝜋𝑗
=

𝑝𝑗𝑖

𝑝𝑖𝑗
 

!



!
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Π
1
2𝑃Π−

1
2 =

𝜋1 0

𝜋2

⋱
0 𝜋𝑛

𝑝𝑖𝑗

1

𝜋1
0

1

𝜋2

⋱

0
1

𝜋𝑛

=

𝜋1 0

𝜋2

⋱
0 𝜋𝑛

𝑝11

𝜋1

𝑝12

𝜋2
⋯

𝑝1𝑛

𝜋𝑛
𝑝21

𝜋1

𝑝22

𝜋2
⋯

𝑝2𝑛

𝜋𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑝𝑛1

𝜋1

𝑝𝑛2

𝜋2
⋯

𝑝𝑛𝑛

𝜋𝑛

=

𝜋1

𝜋1
𝑝11

𝜋1

𝜋2
𝑝12 ⋯

𝜋1

𝜋𝑛
𝑝1𝑛

𝜋2

𝜋1
𝑝21

𝜋2

𝜋2
𝑝22 ⋯

𝜋2

𝜋𝑛
𝑝2𝑛

⋮ ⋮ ⋮

𝜋𝑛

𝜋1
𝑝𝑛1

𝜋𝑛

𝜋2
𝑝𝑛2 ⋯

𝜋𝑛

𝜋𝑛
𝑝𝑛𝑛



準備3
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𝑑TV 𝜇, 𝜈 = ෍

𝑥∈Ω:𝜇𝑥>𝜈𝑥

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥

≥ max
𝑥∈Ω

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥

補題 8.5.

max
𝑥

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥 ≤ 𝑑TV 𝜇, 𝜈 ≤ max
𝑥

1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥

𝑑TV 𝜇, 𝜈 = ෍

𝑥∈Ω:𝜇𝑥>𝜈𝑥

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥

= ෍

𝑥∈Ω:𝜇𝑥>𝜈𝑥

𝜇𝑥 1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥

≤ max
𝑥∈Ω

1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥
෍

𝑥∈Ω:𝜇𝑥>𝜈𝑥

𝜇𝑥

≤ max
𝑥∈Ω

1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥



上界の証明（アウトライン）
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定理 8.1 (上界).

 Lazyなreversibleマルコフ連鎖に対して，

𝝉 𝜺 ≤
ln 𝜋min

−1 + ln 𝜀−1 

1 − 𝜆2
 

ただし𝜋min = min
𝑖∈Ω

𝜋𝑖, 𝜆2は𝑃の第二固有値．

証明の方針 (proof strategy)

◼ Perron Frobeniusより𝑃の最大固有値は1．

それ以外は1未満 (済みとする)．

 𝑃𝑡
𝑖𝑗 = 𝜋𝑗 +

𝜋𝑗

𝜋𝑖
σ𝑘=2

𝑛 𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗．

ただし𝑏𝑖𝑗はΠ
1

2𝑃Π−
1

2の固有ベクトルの成分．

 𝑑TV 𝑃𝑖⋅
𝑡 , 𝝅 = σ𝑗=1

𝑛 | 𝑃𝑡
𝑖𝑗 − 𝜋𝑗| ≤

𝜆2
𝑡

𝜋min
．


𝜆2

𝜏∗

𝜋min
≤ 𝜖．



上界の証明 1/5
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Π
1

2𝑃Π−
1

2は実対称行列なので，対角化できる．

Π
1
2𝑃Π−

1
2 = 𝐵⊤Λ𝐵

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘

𝑏𝑘1

⋮
𝑏𝑘𝑛

𝑏𝑘1, … , 𝑏𝑘𝑛

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘 𝒃𝒌
⊤𝒃𝒌 .

ただし，

• 1 = 𝜆1 > 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 ≥ 0, 

• 𝐵 =
𝒃𝟏

⋮
𝒃𝒏

.

このとき，𝐵は直交行列に注意 (線形代数)．



12

Π
1
2𝑃Π−

1
2 = 𝐵⊤Λ𝐵

=

𝑏11 𝑏21 ⋯ 𝑏𝑛1

𝑏12 𝑏22 ⋯ 𝑏𝑛2

⋮ ⋮ ⋮
𝑏1𝑛 𝑏2𝑛 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

𝜆1 0

𝜆2

⋱
0 𝜆𝑛

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

=

𝑏11 𝑏21 ⋯ 𝑏𝑛1

𝑏12 𝑏22 ⋯ 𝑏𝑛2

⋮ ⋮ ⋮
𝑏1𝑛 𝑏2𝑛 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

𝜆1𝑏11 𝜆1𝑏12 ⋯ 𝜆1𝑏1𝑛

𝜆2𝑏21 𝜆2𝑏22 ⋯ 𝜆2𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝜆𝑛𝑏𝑛1 𝜆𝑛𝑏𝑛2 ⋯ 𝜆𝑛𝑏𝑛𝑛

=

෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘1
2 ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘1𝑏𝑘2 ⋯ ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘1𝑏𝑘𝑛

෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘2𝑏𝑘1 ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘2
2 ⋯ ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1

⋮ ⋮ ⋮

෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1 ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘2 ⋯ ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝑏𝑘𝑛
2

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘

𝑏𝑘1
2 𝑏𝑘1𝑏𝑘2 ⋯ 𝑏𝑘1𝑏𝑘𝑛

𝑏𝑘2𝑏𝑘1 𝑏𝑘2
2 ⋯ 𝑏𝑘2𝑏𝑘𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1 𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘2 ⋯ 𝑏𝑘𝑛

2

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘𝒃𝑘
⊤𝒃𝑘



上界の証明 2/5
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補題 8.7. 

Π
1

2𝑃Π−
1

2の固有値1の固有ベクトルは

𝒃𝟏 = 𝜋1, … , 𝜋𝑛

証明

Π
1

2𝑃Π−
1

2 = 𝑝𝑖𝑗𝑝𝑗𝑖 より，

𝒃𝟏Π
1

2𝑃Π−
1

2𝒃𝟏
⊤ = σ𝑖=1

𝑛 σ𝑗=1
𝑛 𝜋𝑖 𝑝𝑖𝑗𝑝𝑗𝑖 𝜋𝑗 = σ𝑖=1

𝑛 σ𝑗=1
𝑛 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 = σ𝑖=1

𝑛 𝜋𝑖 = 1．

補題 8.6.(直交行列の基本性質) 

• 𝑏𝑖𝑗 ≤ 1

• σ𝑘=1
𝑛 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗 = ቊ

1 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗

このとき，𝐵は直交行列に注意 (線形代数)．



上界の証明 3/5
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𝑃𝑡 = Π−
1
2𝐵⊤Λ𝑡𝐵Π

1
2

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 Π−

1
2

𝑏𝑘1

⋮
𝑏𝑘𝑛

𝑏𝑘1, … , 𝑏𝑘𝑛 Π
1
2

𝑃𝑡の各要素は

𝑃𝑡
𝑖𝑗 =

𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

=
𝜋𝑗

𝜋𝑖
𝑏1𝑖𝑏1𝑗 +

𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

= 𝜋𝑗 +
𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

補題 8.8. 

𝑃𝑡
𝑖𝑗 = 𝜋𝑗 +

𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

!!

補題 7. 

Π
1

2𝑃Π−
1

2の固有値1の固有ベクトルは

𝒃𝟏 = 𝜋1, … , 𝜋𝑛



!!
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𝑃𝑡 = Π−
1
2𝐵⊤Λ𝑡𝐵Π

1
2

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘
𝑡

1

𝜋1
0

1

𝜋2

⋱

0
1

𝜋𝑛

𝑏𝑘1
2 𝑏𝑘1𝑏𝑘2 ⋯ 𝑏𝑘1𝑏𝑘𝑛

𝑏𝑘2𝑏𝑘1 𝑏𝑘2
2 ⋯ 𝑏𝑘2𝑏𝑘𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1 𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘2 ⋯ 𝑏𝑘𝑛

2

𝜋1 0

𝜋2

⋱
0 𝜋𝑛

 

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘
𝑡

1

𝜋1
0

1

𝜋2

⋱

0
1

𝜋𝑛

𝜋1𝑏𝑘1
2 𝜋2𝑏𝑘1𝑏𝑘2 ⋯ 𝜋𝑛𝑏𝑘1𝑏𝑘𝑛

𝜋1𝑏𝑘2𝑏𝑘1 𝜋2𝑏𝑘2
2 ⋯ 𝜋𝑛𝑏𝑘2𝑏𝑘𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝜋1𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1 𝜋2𝑏𝑘𝑛𝑏𝑖2 ⋯ 𝜋𝑛𝑏𝑘𝑛

2

 

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝑘
𝑡

𝜋1

𝜋1
𝑏𝑘1

2
𝜋2

𝜋1
𝑏𝑘1𝑏𝑘2 ⋯

𝜋𝑛

𝜋1
𝑏𝑘1𝑏𝑘𝑛

𝜋1

𝜋2
𝑏𝑘2𝑏𝑘1

𝜋2

𝜋2
𝑏𝑘2

2 ⋯
𝜋𝑛

𝜋2
𝑏𝑘2𝑏𝑘𝑛

⋮ ⋮ ⋮

𝜋1

𝜋𝑛
𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘1

𝜋2

𝜋𝑛
𝑏𝑘𝑛𝑏𝑘2 ⋯

𝜋𝑛

𝜋𝑛
𝑏𝑘𝑛

2
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𝑑TV 𝑃𝑖⋅
𝑡 , 𝝅 =

1

2
෍

𝑗=1

𝑛

𝑃𝑖𝑗
𝑡 − 𝜋𝑗

≤ max
𝑗

𝑃𝑖𝑗
𝑡 − 𝜋𝑗

𝜋𝑗

= max
𝑗

1

𝜋𝑗

𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

= max
𝑗

1

𝜋𝑖𝜋𝑗
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

≤ 𝜆2
𝑡 max

𝑗

1

𝜋𝑖𝜋𝑗
෍

𝑘=2

𝑛

𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

≤ 𝜆2
𝑡 max

𝑗

1

𝜋𝑖𝜋𝑗

≤ 𝜆2
𝑡 max

𝑗

1

𝜋𝑗

=
𝜆2

𝑡

𝜋min

補題 8.6.(直交行列の基本性質) 

• 𝑏𝑖𝑗 ≤ 1

• σ𝑘=1
𝑛 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗 = ቊ

1 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗

補題 8.8. 

𝑃𝑡
𝑖𝑗 = 𝜋𝑗 +

𝜋𝑗

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗

補題 8.5.

max
𝑥

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥 ≤ 𝑑TV 𝜇, 𝜈 ≤ max
𝑥

1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥
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𝜏∗ =
ln 𝜋min

−1 +ln 𝜀−1 

1−𝜆2
とおいて，

𝜆2
𝜏∗

𝜋min
≤

1

𝜋min
𝜆2

ln 𝜋min
−1 +ln 𝜖−1

1−𝜆2

≤
1

𝜋min
exp

ln 𝜆2

1 − 𝜆2
ln 𝜋min

−1 + ln 𝜖−1

≤
1

𝜋min
exp − ln 𝜋min

−1 + ln 𝜖−1

= 𝜖

定理 8.1 (上界).

 Lazyなreversibleマルコフ連鎖に対して，

𝝉 𝜺 ≤
ln 𝜋min

−1 + ln 𝜀−1 

1 − 𝜆2
 

ただし𝜋min = min
𝑖∈Ω

𝜋𝑖, 𝜆2は𝑃の第二固有値．

𝑥
1

1−𝑥 ≤ 𝑒−1 ∵ 𝑥 ≤ 𝑒𝑥−1
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証明

𝑑TV 𝑃𝑖⋅
𝑡 , 𝝅 ≥ max

𝑗
𝑃𝑖𝑗

𝑡 − 𝜋𝑗

≥ 𝜋𝑖 − 𝑃𝑖𝑖
𝑡

= −
𝜋𝑖

𝜋𝑖
෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑖

= ෍

𝑘=2

𝑛

𝜆𝑘
𝑡 𝑏𝑘𝑖

2

≥ 𝜆2
𝑡

上界同様，代入して題意を得る．

定理 8.2 (下界). 

 Lazyなreversibleマルコフ連鎖に対して，

𝜏 𝜀 ≥
𝜆2 ln 2𝜀 −1  

2(1 − 𝜆2)
 

補題 8.5.

max
𝑥

𝜇𝑥 − 𝜈𝑥 ≤ 𝑑TV 𝜇, 𝜈 ≤ max
𝑥

1 −
𝜈𝑥

𝜇𝑥
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