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計算機科学のMCMC法
2

“Valiant計画” (since 1979)

#P困難な𝐴 ∈ ℝに対して，近似解𝑍 ∈ ℝを精度

Pr 1 − 𝜖 𝐴 ≤ 𝑍 ≤ 1 + 𝜖 𝐴 ≥ 1 − 𝛿

で多項式時間(poly(input, 𝜖−1, log 𝛿−1))で求められるか？

FPRAS



単純モンテカルロの場合
Easy case

3
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準備：単純モンテカルロの精度保証

モンテカルロ法

乱数を使用して，

• 比

•平均

などを近似的に計算する手法．
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( の面積) = ( の面積) x 
(領域内の点の数)

(打った点の数)



Chernoff bound
5

定理. (cf. 確率収束)

任意の𝜖 0 < 𝜖 < 1 , 𝛿(0 < 𝛿 < 1/2)に対して，

モンテカルロ法の標本数𝑀 ≥ 3𝑝−1𝜖−2 ln 𝛿−1とすると，

真値𝑇の近似値𝑍 = 𝛼
𝑋

𝑀
は

Pr 1 − 𝜖 𝑇 ≤ 𝑍𝑛 ≤ 1 + 𝜖 𝑇 ≥ 1 − 𝛿

を満たす．

x( の面積) ≒ ( の面積) x 
(領域内の点の数)

(打った点の数)

𝑀

𝑋

𝑇 𝛼



Chernoff bound
6

系

0 < 𝜀 ≤ 1の場合，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

3

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

2

定理 [Chernoff]

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛は相互に独立な {0,1}確率変数とし，

𝑋 ≔ 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛の期待値を𝜇とすると，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 + 𝜀 1+𝜀

𝜇

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 − 𝜀 1−𝜀

𝜇

同一分布でなくて良い．



Hoeffding ineq.
7

証明.  𝑝 =
𝑇

𝛼
とすると 𝑝 ≒

𝑋

𝑀
．

Pr 1 − 𝜖 𝑇 ≤ 𝑍𝑛 ≤ 1 + 𝜖 𝑇

= Pr 1 − 𝜖 𝑝 ≤
𝑋

𝑀
≤ 1 + 𝜖 𝑝

= 

𝑀𝑝 1−𝜖

𝑀𝑝(1+𝜖)
𝑀

𝑘
𝑝𝑘 1 − 𝑝  ∗

Chernoffの不等式より，

(∗) ≥ 1 − 2 exp −
𝑀𝑝𝜖2

3
 (∗∗)

𝑀 ≥ 3𝑝−1𝜖−2 ln 𝛿−1とすると，

∗∗ ≥ 1 − 2𝛿2 ≥ 1 − 𝛿 0 < 𝛿 <
1

2
のとき

x( の面積) ≒ ( の面積) x 
(領域内の点の数)

(打った点の数)
𝑇 𝛼

𝑀

𝑋

系

0 < 𝜀 ≤ 1の場合，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

3

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

2



高次元凸体の体積計算

再帰的なモンテカルロ法

[Dyer, Frieze, Kannan 1991]
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問題: 高次元凸体の体積計算

K: n次元凸体

体積V(K)を計算
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仮定: ふっくらとした凸体

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

仮定

Kはふっくらとしている

R = O(nc)
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仮定: ふっくらとした凸体

R

1

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

仮定

Kはふっくらとしている

R = O(nc)
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K上の一様ランダム生成 – Ball walk

x

x’

Bal-walk

X: 現在の点

X’: 次の時刻の点

定常分布はK上の一様分布

: 中の

一様ランダムな点を選ぶ．

Step 1.

Step 2.

[Kannan, Lovasz, Simonovitz 1993]
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K上の一様ランダム生成

(ふっくらとした凸体に対して)

Ball-walkを用いて，

一様ランダムサンプリング可能

x

x
x
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x

x

x x
x

どうやって，

体積を計算するのか？

再帰的アルゴリズム + モンテカルロ法
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再帰のアイデア

R

K: n次元凸体

体積V(K)を計算
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再帰のアイデア

R

r1

K: n次元凸体

体積V(K)を計算
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再帰のアイデア

R

r1

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

モンテカルロ法で計算
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再帰のアイデア

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

モンテカルロ法で計算
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再帰のアイデア

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

モンテカルロ法で計算
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K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
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再帰のアイデア

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

モンテカルロ法で計算

K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
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再帰のアイデア

K: n次元凸体

体積V(K)を計算

モンテカルロ法で計算

K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
K1はふっくらとしている
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再帰のアイデア

K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
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再帰のアイデア

K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
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再帰のアイデア

モンテカルロ法で計算
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x x
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K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算
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再帰のアイデア

モンテカルロ法で計算

x

x

x

x

x
x x

x x

x

先程の再帰式に代入すると，

K1: n次元凸体

体積V(K1)を計算



25

再帰式

(ただし，rq = 1)
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再帰式

(ただし，rq = 1)
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再帰式

(ただし，rq = 1)
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再帰式

(ただし，rq = 1)

が求まる！
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再帰の回数

再帰の回数 => 少なくしたい

比 => 大きくしたい
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再帰の回数

(再帰の回数)

再帰の回数 => 少なくしたい

比 => 大きくしたい

比



真の比 𝜌1 =
𝑉(𝐾1)

𝑉(𝐾)
(unknown).

𝑀個の一様サンプルのうち，

𝑋1個がB𝑛 𝟎, 𝑟1 内に落ちた．

誤差
𝑋1

𝑀
− 𝜌1 はどのくらい？

31

理論的な近似精度保証に向けて
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真の比 𝜌1 =
𝑉(𝐾1)

𝑉(𝐾)
(unknown).

𝑀個の一様サンプルのうち，

𝑋1個がB𝑛 𝟎, 𝑟1 内に落ちた．

誤差
𝑋1

𝑀
− 𝜌1 はどのくらい？

32

理論的な近似精度保証に向けて
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定理

𝐾𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑅) の一様サンプリング・オラクルを用いると，

任意の 𝜀 0 < 𝜀 ≤ 0.5 , 𝛿 (0 < 𝛿 < 1)に対して， poly 𝑛, 𝜀−1, log 𝛿−1 時間で

Pr 1 − 𝜀 ⋅ 𝑉 𝐾 ≤ 𝑉 𝐾𝑞 ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≤ 1 + 𝜀 ⋅ 𝑉 𝐾 ≥ 1 − 𝛿

が成り立つ．



Chernoff bound
33

系

0 < 𝜀 ≤ 1の場合，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

3

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

2

定理 [Chernoff]

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛は相互に独立な {0,1}確率変数とし，

𝑋 ≔ 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛の期待値を𝜇とすると，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 + 𝜀 1+𝜀

𝜇

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 − 𝜀 1−𝜀

𝜇

同一分布でなくて良い．



証明の方針(パラメータ調整前)
34

サンプルサイズ𝑀を十分大きな値にしておけば，Chernoff boundより，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 + 𝜀 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀𝜌1

3
≤ 𝛿

 Pr 𝑋1 ≤ 1 − 𝜀 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀𝜌1

2
≤ 𝛿

つまり Pr 1 − 𝜀 𝜌1 ≤
𝑋1

𝑀
≤ 1 + 𝜀 𝜌1 ≥ 1 − 2 exp −

𝜀2𝑀𝜌1

3



証明の方針(パラメータ調整前)
35

サンプルサイズ𝑀を十分大きな値にしておけば，Chernoff boundより，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 + 𝜀 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀𝜌1

3
≤ 𝛿

 Pr 𝑋1 ≤ 1 − 𝜀 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀𝜌1

2
≤ 𝛿

[Union bound]

すべての𝑖に対して 1 − 𝜀 𝜌𝑖 ≤
𝑋𝑖

𝑀
≤ 1 + 𝜀 𝜌𝑖となる

確率は1 − 2𝛿以上．つまり

Pr 1 − 𝜀 𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≤ ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≤ 1 + 𝜀 𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≥ 1 − 2𝑅𝛿

𝛿は小さくする
必要がある．

すなわち，

Pr
𝑉 𝐾𝑞

1 − 𝜀 𝑅
ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≥

𝑉 𝐾𝑞

1 + 𝜀 𝑅
ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 1 − 2𝑅𝛿

Recall

𝑉 𝐾𝑞 ෑ

𝑖=1

𝑛
1

𝜌𝑖
= 𝑉(𝐾)



証明の方針(パラメータ調整前)
36

(承前)

Pr
𝑉 𝐾𝑞

1 − 𝜀 𝑅
ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≥

𝑉 𝐾𝑞

1 + 𝜀 𝑅
ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 1 − 2𝑅𝛿

Pr
𝑉 𝐾

1 − 𝜀 𝑅
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≥

𝑉 𝐾

1 + 𝜀 𝑅
≥ 1 − 2𝑅𝛿

1

1 + 𝜀 𝑅 ≃ 1 − 𝜀 𝑅 ≃ 1 − 𝑅𝜀

正確には
1

1 + 𝜀 𝑅 ≥ 1 − 𝜀 𝑅 ≥ 1 − 𝑅𝜀

1

1 − 𝜀 𝑅 ≃ 1 + 𝜀 𝑅 ≃ 1 + 𝑅𝜀

正確には
1

1 − 𝜀 𝑅 ≤ 1 + 2𝜀 𝑅 ≤ 1 + 4𝑅𝜀

if 𝜀 <
1

2

パラメータ設定(like 𝜀-𝛿): 𝜀 →
𝜀′

4𝑅
, 𝛿 →

𝛿′

2𝑅



証明の方針(パラメータ調整後)
37

サンプルサイズ𝑀を十分大きな値にしておけば，Chernoff boundより，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 +
𝜀′

4𝑅
𝑀𝜌1 ≤ exp −

𝜀′

4𝑅

2

𝑀𝜌1

3
≤

𝛿′

2𝑅

 Pr 𝑋1 ≤ 1 −
𝜀′

4𝑅
𝑀𝜌1 ≤ exp −

𝜀′

4𝑅

2

𝑀𝜌1

2
≤

𝛿′

2𝑅

[Union bound]

Pr 1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅

ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≤ ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≤ 1 +

𝜀′

4𝑅

𝑅

ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≥ 1 − 2𝑅
𝛿′

2𝑅
= 1 − 𝛿′

すなわち，

Pr
𝑉 𝐾𝑞

1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≥

𝑉 𝐾𝑞

1 +
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 1 − 𝛿′



証明の方針(パラメータ調整後)
38

サンプルサイズ𝑀 = 3
4𝑅

𝜀′

2
ln

2𝑅

𝛿′  とすると，Chernoff boundより，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 +
𝜀′

4𝑅
𝑀𝜌1 ≤ exp −

𝜀′

4𝑅

2

𝑀𝜌1

3
≤

𝛿′

2𝑅

 Pr 𝑋1 ≤ 1 −
𝜀′

4𝑅
𝑀𝜌1 ≤ exp −

𝜀′

4𝑅

2

𝑀𝜌1

2
≤

𝛿′

2𝑅

[Union bound]

Pr 1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅

ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≤ ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≤ 1 +

𝜀′

4𝑅

𝑅

ෑ

𝑖=1

𝑅

𝜌𝑖 ≥ 1 − 2𝑅
𝛿′

2𝑅
= 1 − 𝛿′

すなわち，

Pr
𝑉 𝐾𝑞

1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑋𝑖

𝑀
 ≥

𝑉 𝐾𝑞

1 +
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 1 − 𝛿′



証明の方針(パラメータ調整後)
39

(承前)

Pr
𝑉 𝐾𝑞

1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≥

𝑉 𝐾𝑞

1 +
𝜀′

4𝑅

𝑅 ෑ

𝑖=1

𝑅
1

𝜌𝑖
≥ 1 − 𝛿′

Pr
𝑉 𝐾

1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅 ≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≥

𝑉 𝐾

1 +
𝜀′

4𝑅

𝑅 ≥ 1 − 𝛿′

1

1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅 ≤ 1 + 2
𝜀′

4𝑅

𝑅

≤ 1 + 4𝑅
𝜀′

4𝑅
= 1 + 𝜀′

1

1 +
𝜀′

4𝑅

𝑅 ≥ 1 −
𝜀′

4𝑅

𝑅

≥ 1 − 𝑅
𝜀′

4𝑅
≥ 1 − 𝜀′

Pr 1 + 𝜀′ ⋅ 𝑉 𝐾 ≥ 𝑉(𝐾𝑞) ෑ

𝑖=1

𝑅
𝑀

𝑋𝑖
 ≥ 1 − 𝜀′ ⋅ 𝑉 𝐾 ≥ 1 − 𝛿′



真の比 𝜌1 =
𝑉(𝐾1)

𝑉(𝐾)
(unknown).

𝑀個の一様サンプルのうち，

𝑋1個がB𝑛 𝟎, 𝑟1 内に落ちた．

誤差
𝑋1

𝑀
− 𝜌1 はどのくらい？

40

理論的な近似精度保証に向けて

x

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x x
x

x



真の比 𝜌1 =
𝑉(𝐾1)

𝑉(𝐾)
(unknown).

𝑀個の近似一様サンプルのうち，

𝑋1個がB𝑛 𝟎, 𝑟1 内に落ちた．

誤差
𝑋1

𝑀
− 𝜌1 はどのくらい？

ただし 𝜌1 − ෞ𝜌1 は

かなり小さくできると仮定．

41

理論的な近似精度保証に向けて

x

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x x
x

x



Chernoff bound
42

系

0 < 𝜀 ≤ 1の場合，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

3

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

2

定理 [Chernoff]

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛は相互に独立な {0,1}確率変数とし，

𝑋 ≔ 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛の期待値を𝜇とすると，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 + 𝜀 1+𝜀

𝜇

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 − 𝜀 1−𝜀

𝜇

同一分布でなくて良い．



証明の方針(パラメータ調整前)
43

サンプルサイズ𝑀を十分大きな値にしておけば，Chernoff boundより，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 + 𝜀 𝑀ෞ𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀 ෞ𝜌1

2
≤ 𝛿

 Pr 𝑋1 ≤ 1 − 𝜀 𝑀ෞ𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀 ෞ𝜌1

2
≤ 𝛿

つまり Pr 1 − 𝜀 ෞ𝜌1 ≤
𝑋1

𝑀
≤ 1 + 𝜀 ෞ𝜌1 ≥ 1 − 2 exp −

𝜀2𝑀 ෞ𝜌1

3

Remark

𝜌1 − ෞ𝜌1 ≤ 𝛾 ≪ 1とすると，𝜌1 ≥
1

2
 の仮定の下

ෞ𝜌1 ≥ 𝜌1 − 𝛾 ≥ 1 − 2𝛾 𝜌1

これを代入すると，

 Pr 𝑋1 ≥ 1 + 𝜀 1 − 2𝛾 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀(𝜌1−𝛾)

3
≤ 𝛿

 Pr 𝑋1 ≤ 1 − 𝜀 1 + 2𝛾 𝑀𝜌1 ≤ exp −
𝜀2𝑀(𝜌1−𝛾)

3
≤ 𝛿

以下、パラメータ調整(略)
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理論的な近似精度保証に向けて

x

x’

十分な回数の推移は何回？

Ball-walk

=> 定常分布は一様
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理論的な近似精度保証に向けて

十分な回数の推移は何回？

モンテカルロ法

•真の比  

•近似比 ො𝜌 (分布の誤差に起因)

| ො𝜌 – | < 𝛾

Ball-walk

=> 定常分布は一様
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理論的な近似精度保証に向けて

x

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x x
x

x

十分な回数の推移は何回？

モンテカルロ法

•真の比  

•近似比 ො𝜌 (分布の誤差に起因)

| ො𝜌 – | < 𝛾

Ball-walk

=> 定常分布は一様
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理論的な近似精度保証に向けて

x

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x x
x

x

十分な回数の推移は何回？

モンテカルロ法

•真の比  

•近似比 ො𝜌 (分布の誤差に起因)

| ො𝜌 – | < 𝛾

mixing time: 

誤差が最大となる部分集合のとり方に対して，

誤差 𝛾 が保証される推移の回数．

Ball-walk

=> 定常分布は一様

多項式回の推移で

“比” の  近似が可能

[Kannan, Lovasz, Simonovitz 1993]
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FPRAS設計のまとめ

効率的な再帰的モンテカルロ法を設計するには？

1. 帰着先の割合が大きい

2. 再帰の回数が小さい

3. 帰着先のランダムサンプリングが容易



SELF-REDUCTION

49



計算機科学のMCMC法
50

計算量クラス #P [Valiant ‘79]

ℒがNPに属するとき，𝑤 ∈ ℒに対し，

𝒞 𝑤 ⊆ Σ∗を𝑤のcertificateの集合とする．

𝒞 𝑤 を求める問題のクラスを#Pと呼ぶ．
Cf. 定理 [戸田1991]

𝑃#𝑃 = 𝑃𝐻

1998年Gödel prize

“Valiant計画” (since 1979)

#P問題 𝒞 𝑤 ∈ ℝに対して，近似解𝑍 ∈ ℝを精度

Pr 1 − 𝜖 𝒞 𝑤 ≤ 𝑍 ≤ 1 + 𝜖 𝒞 𝑤 ≥ 1 − 𝛿

で多項式時間(poly(input, 𝜖−1, log 𝛿−1))で求められるか？

Fully Polynomial-time Randomized Approximation Scheme (FPRAS) 

𝐴 ∈ ℝに対して，近似解𝑍 ∈ ℝを精度

Pr 1 − 𝜖 𝐴 ≤ 𝑍 ≤ 1 + 𝜖 𝐴 ≥ 1 − 𝛿

で多項式時間(poly(input, 𝜖−1, log 𝛿−1))で求めるアルゴリズム．



Self-reduction
51

定理 [Jerrum Valiant Vazirani 86]

ℒがself-reducibleなとき， 𝒞 𝑤 のFPRASができることと，

𝒞 𝑤 の𝜖-近似一様ランダムサンプリングがpoly(input, 𝜖−1)

時間でできることは等価．

任意の𝑤 ∈ ℒに対して， 𝑤のcertificateによって

適当な𝑤𝑖 ∈ ℒ 𝑖 = 1, … , 𝑘 が定まり𝒞 𝑤 = 𝑖=1ڂ
𝑘 𝒞 𝑤𝑖 と

分割できるとき， ℒはself-reducible (自己帰着可能)という．

証明の概略

⇒ 確率
|𝒞 𝑤𝑖 |

𝒞 𝑤
でself-reductionを繰り返すと𝒞 𝑤′ = 𝑎 にたどり着く．

𝒞 𝑤 = 𝑖=1ڂ
𝑘 𝒞 𝑤𝑖 が分割なので，𝒞 𝑤′ の唯一の要素𝑎は

他の単一集合に現れることがない．確率の定め方から一様性は明らか．

(⇐) 求め方はお姉さんの例と同様． poly(input, 𝜖−1, log 𝛿−1)時間で

Pr 1 − 𝜖 𝐴 ≤ 𝑍 ≤ 1 + 𝜖 𝐴 ≥ 1 − 𝛿は後の証明(𝑁-𝜖論法)と同様．

(𝒞 𝑤𝑖 ∩ 𝒞 𝑤𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗)が成り立つ)



おねえさん問題の乱択近似

[参照]

 柴田友樹，山内由紀子, 来嶋秀治, 山下雅史,  格子上の経路数え上げの乱択近似--24時間で解
くおねえさん問題, 2015年度 冬のLAシンポジウム, 京都大学数理解析研究所, 2016年1月28日. 

 柴田 友樹, 格子上の経路数え上げの乱択近似, 九州大学工学部電気情報工学科卒業論文, 2016
年3月. 

柴田友樹1, 山内由紀子2, 来嶋秀治2, 山下雅史2

九州大学 工学部電気情報工学科 (1:研究当時)

大学院システム情報科学研究院 (2 :研究当時)



おねえさん問題
53

画像引用：日本科学未来館, 『フカシギの数え方』 おねえさんといっしょ！

みんなで数えてみよう！, YouTube, 2012/9/10公開,

https://www.youtube.com/watch?v=Q4gTV4r0zRs

𝑛 × 𝑛格子グラフ上で，左上(𝑠)から右下(𝑡)を結ぶ，

𝑠-𝑡単純経路の総数を求めよ．
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おねえさん問題 youtube search



単連結な彩色のためのマルコフ連鎖
54

マルコフ連鎖 𝑀𝐶

状態空間: Ξ𝑘，

状態遷移: 𝑋 → 𝑋′: 

Step 1. セル 𝑐 を一様ランダムに選ぶ. 

Step 2. 𝑌 = 𝑋 ⊕ 𝑐.

Step 3. もし 𝑌 ∈ Ξ𝑘 ならば 𝑋′ = 𝑌,  そうでなければ 𝑋′ = 𝑋.

c

s

t

c

s

t



アイデア
55

記法

 Ω = {𝑠-𝑡 単純経路}

 Ξ𝑘 = {長さが 𝑘 以下の 𝑠-𝑡単純経路}

𝑘 = 2𝑛, 2𝑛 + 2,2𝑛 + 4, … , 𝐿∗  

ただし 𝐿∗ は最長路の長さで，以下で与えられる:

𝐿∗ = ൝
𝑛 + 1 2 − 1 (𝑛 奇数)

𝑛 + 1 2 − 2 (𝑛 偶数)

Self-reducibility

Ξ𝐿∗ =
Ξ𝐿∗

Ξ𝐿∗−2
⋅

Ξ𝐿∗−2

Ξ𝐿∗−4
 ⋯

Ξ2𝑛+4

Ξ2𝑛+2
⋅

Ξ2𝑛+2

Ξ2𝑛
⋅ Ξ2𝑛

アイデア 2. 

逆数の
Ξ𝑘−2

Ξ𝑘
はモンテカルロ法で求まる．

つまり，求めたいものは Ω (= |Ξ𝐿∗|).

アイデア 1. 

Ξ2𝑛  = #最短路

         = 2𝑛
𝑛



アルゴリズム
56

パラメータ: 
𝜏 (マルコフ連鎖の遷移回数)
𝑀 (モンテカルロ法のサンプル)

入力: 𝑛  (格子のサイズ)
出力: 𝑍  (経路総数の近似値)

Set 𝑍 ≔ 1; 
For(𝑘 = 2𝑛 + 2; 𝑘 < 𝐿∗; 𝑘 ≔ 𝑘 + 2){

Set 𝑋 ∈ Ξ𝑘; (𝑋 はマルコフ連鎖MCの初期状態) 
Set 𝑆 ≔ 0; (𝑆 はカウンター)

for(𝑖 = 0; 𝑖 < 𝑀; 𝑖++){
for(𝑗 = 0; 𝑗 < 𝜏; 𝑗++){

𝑋を更新 (マルコフ連鎖の1回遷移)

}
if(𝑋 ∈ Ξ𝑘−2) 𝑆++;

}

Set 𝑍 ≔ 𝑍 ∗
𝑀

𝑆
 ; 

}
Output 𝑍; 

Ξ𝑘から一様サンプリング



近似精度
57

定理

任意の 𝜖 (0 < 𝜖 < 1)と任意の𝛿 (0 < 𝛿 < 1)に対して，

Ξ𝑘 (𝑘 = 2𝑛, 2𝑛 + 2, … , 𝐿∗)からの一様標本の数を

𝑀 = 12𝑛3 2𝑛2𝜖−1 2 ln 𝑛2𝛿−1  とすると，近似解𝑍は
Pr 1 − 𝜖 |Ω| ≤ 𝑍 ≤ 1 + 𝜖 |Ω| ≥ 1 − 𝛿

を満たす．

再掲

Ξ𝑘 = {長さが𝑘以下の𝑠-𝑡単純経路}

マルコフ連鎖のmixing timeは未解決



2行分割表
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2行分割表のFPRAS

18

12

5 4 3 7 5 6 30

5 4 3 6 0 0 18

0 0 0 1 5 6 12

5 4 3 7 5 6 30

0 0 0 7 5 6 18

5 4 3 0 0 0 12

5 4 3 7 5 6 30

状態A

4 3 1 3 1 6 18

1 1 2 4 4 0 12

5 4 3 7 5 6 30

状態B 状態C

問題

入力: 周辺和

出力: 分割表は何通り存在するか？

二元分割表

✓各セルには非負整数が入る

✓（与えられた）周辺和を満たす
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2行分割表のself-reduction [DG00,KM04]

18

12

5 4 3 7 5 6 30

0 0 0 7 5 6 18

5 4 3 0 0 0 12

5 4 3 7 5 6 30

𝑋 ∈ 𝒞+

0 0 0 7 5 3 15

5 4 3 0 0 0 12

5 4 3 7 5 3 27

𝑋′ ∈ 𝒞 𝒓′, 𝒄′

一対一

𝑋1𝑛 = 𝑥 ⇔ 𝑋1𝑛
′ = 𝑎 − 3

• 𝒞 = 𝒞 𝒓, 𝒄  （𝒓は行和，𝒄は列和）

➢ 一般性を失うことなく𝑟1 ≥ 𝑟2とする．

• 𝒞+ = 𝑋 𝑋1𝑛 ≥
𝑐𝑛

2

➢
𝒞+

𝒞
はモンテカルロで推定可．

• 𝒞+ = 𝒞 𝒓′, 𝒄′

➢ ただし𝑟1
′ = 𝑟1 −

𝑐𝑛

2
, 𝑐𝑛

′ = 𝑐𝑛 −
𝑐𝑛

2

定理[KM04]: 
𝒞+

𝒞
≥

1

2
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2行分割表のself-reduction [DG00,KM04]

13

12

5 4 3 7 5 1 25

0 0 0 7 5 1 13

5 4 3 0 0 0 12

5 4 3 7 5 1 25

𝑋 ∈ 𝒞+

0 0 0 7 5 0 12

5 4 3 0 0 0 12

5 4 3 7 5 0 24

𝑋′ ∈ 𝒞 𝒓′, 𝒄′

一対一

𝑋1𝑛 = 𝑥 ⇔ 𝑋1𝑛
′ = 𝑥 − 1

• 𝒞 = 𝒞 𝒓, 𝒄  （𝒓は行和，𝒄は列和）

➢ 一般性を失うことなく𝑟1 ≥ 𝑟2とする．

• 𝒞+ = 𝑋 𝑋1𝑛 ≥
𝑐𝑛

2

➢
𝒞+

𝒞
はモンテカルロで推定可．

• 𝒞+ = 𝒞 𝒓′, 𝒄′

➢ ただし𝑟1
′ = 𝑟1 −

𝑐𝑛

2
, 𝑐𝑛

′ = 𝑐𝑛 −
𝑐𝑛

2

• 𝑐𝑛 = 1の時は列が減らせる

定理[KM04]: 
𝒞+

𝒞
≥

1

2



Bipartite matching



Q. 二部グラフの完全マッチングの個数を求める

FPRASは存在するか？ (1979～2004)

Bipartite matching
63

 二部グラフ: 𝐺 = 𝑈, 𝑉; 𝐸 ． 𝐸 = 𝑚とする．

• 完全マッチングを考えるときは 𝑈 = 𝑉 = 𝑛とする．

 マッチング: ℳ = 𝑀 ⊆ 𝐸 ∀𝑒, 𝑓 ∈ 𝑀 𝑒 ≠ 𝑓 , 𝑒 ∩ 𝑓 = ∅

• サイズ𝑘マッチング: ℳ𝑘 = 𝑀 𝑀 = 𝑘 ;  ℳ = 𝑘=0ڂ
𝑛 ℳ𝑘

• 完全マッチング: 𝒫 = ℳ𝑛

𝑈 𝑉

• 1996年Gödel prize

• 2004年解決 (Fulkerson Prize)



Bipartite matching
64

𝑈 𝑉

枝 𝑢, 𝑣 に着目

𝑢, 𝑣 を使う ⇔ #{𝐺 𝑈 ∖ 𝑢 , 𝑉 ∖ 𝑣 のbipartite matching}

𝑢, 𝑣 を使わない ⇔ #{𝐺 𝐸 ∖ 𝑢, 𝑣 のbipartite matching}

𝑢 𝑣



The end

Thank you for the attention.



TAIL BOUND
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定理 (マルコフの不等式; Markov’s inequality)
67

定理: (マルコフの不等式; Markov’s inequality)

X は非負の確率変数とする. 任意の定数 𝑎 > 0に対して, 

Pr 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
E[𝑋]

𝑎

𝐸 𝑋

𝑎
= 𝐸

𝑋

𝑎

= න
0

∞ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑥)d𝑥 ≥ න

𝑎

∞ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑥)d𝑥 ≥ න

𝑎

∞

𝑓(𝑥) d𝑥 = Pr[𝑋 ≥ 𝑎]

Pr 𝑋 ≥ 𝑎 ≤ E
𝑋

𝑎
=

E 𝑋

𝑎

したがって

証明



Chebyshev’s inequality
68

定理 [チェビシェフの不等式; Chebyshev’s inequality]

任意の a  0 に対して，

Pr 𝑋 − 𝐸 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
Var 𝑋

𝑎2

証明

次の事実に注意する．
Pr 𝑋 − 𝐸 𝑋 ≥ 𝑎 = Pr 𝑋 − 𝐸 𝑋 2 ≥ 𝑎2

マルコフの不等式より，

Pr 𝑋 − 𝐸 𝑋 2 ≥ 𝑎2 ≤
𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2

𝑎2
=

Var 𝑋

𝑎2
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証明
Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝑡 ⋅ E[𝑋] = Pr 𝑋 − E[𝑋] ≥ 𝑡 ⋅ E[𝑋]

≤ Pr 𝑋 − E 𝑋 ≥ 𝑡 ⋅ E 𝑋

≤
Var 𝑋

𝑡 ⋅ E 𝑋 2

系 [チェビシェフの不等式; Chebyshev’s inequality]

任意の a  0 に対して，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝑡 ⋅ E[𝑋] ≤
Var 𝑋

𝑡 ⋅ E 𝑋 2
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系

0 < 𝜀 ≤ 1の場合，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

3

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 ≤ exp −
𝜀2𝜇 

2

定理 [Chernoff]

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛は相互に独立な {0,1}確率変数とし，

𝑋 ≔ 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛の期待値を𝜇とすると，

Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 + 𝜀 1+𝜀

𝜇

Pr 𝑋 ≤ 1 − 𝜀 𝜇 <
e𝜀

1 − 𝜀 1−𝜀

𝜇

同一分布でなくて良い．

Poisson試行
と呼ばれる．
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Pr 𝑋 ≥ 1 + 𝜀 𝜇 = Pr e𝑡𝑋 ≥ e𝑡 1+𝜀 𝜇 ≤
E[𝑒𝑡𝑋]

e𝑡 1+𝜀 𝜇 (1)

各𝑋𝑖は 0,1 確率変数より，𝑝𝑖: = Pr 𝑋𝑖 = 1 とすると，
E e𝑡𝑋𝑖 = 𝑝𝑖e𝑡 + 1 − 𝑝𝑖

= 1 + 𝑝𝑖 e𝑡 − 1
≤ exp(𝑝𝑖 e𝑡 − 1 )

Maclaurin展開

独立性より

E e𝑡𝑋 = ෑ

𝑖=1

𝑛

E e𝑡𝑋𝑖 ≤ ෑ

𝑖=1

𝑛

exp 𝑝𝑖 e𝑡 − 1

= exp e𝑡−1 

𝑖=1

𝑛

𝑝𝑖 = exp((𝑒𝑡 − 1)𝜇)

𝑡 = ln(1 + 𝜀)とすると，

1 ≤
exp 𝑒𝑡 − 1 𝜇

e𝑡 1+𝜀 𝜇
=

e𝜀𝜇

1 + 𝜀 1+𝜀 𝜇
=

e𝜀

1 + 𝜀 1+𝜀

𝜇
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定理 [Hoeffding; 二項分布ver.]
𝑋 ∼ 𝐵 𝑛, 𝑝 とすると，

Pr 𝑋 − 𝑛𝑝 > 𝑡 < 2 exp −2𝑡2/𝑛
が成り立つ．
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𝑞 = 𝑝 + 𝜖とする．マルコフの不等式から

Pr
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

𝑛
> 𝑝 + 𝜖 = Pr 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 > 𝑞𝑛

= Pr 𝑡 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 > 𝑡𝑞𝑛

= Pr exp 𝑡 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 > exp 𝑡𝑞𝑛

<
E exp 𝑡 σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

e𝑡𝑞𝑛
 (by Markov′s ineq. )

=
ς𝑖=1

𝑛 E exp(𝑡𝑋𝑖)

e𝑡𝑞𝑛
 (since 𝑋𝑖  are independent)

=
E exp 𝑡𝑋𝑖

𝑛

e𝑡𝑞𝑛
 (since 𝑋𝑖  are identical)

=
𝑝e𝑡 + 1 − 𝑝

𝑛

e𝑡𝑞𝑛

= 𝑝e𝑡 1−𝑞 + 1 − 𝑝 e−𝑡𝑞 𝑛
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𝑝e𝑡 1−𝑞 + 1 − 𝑝 e−𝑡𝑞 𝑛
= 𝑝

1 − 𝑝 𝑞

1 − 𝑞 𝑝

1−𝑞

+ 1 − 𝑝
1 − 𝑝 𝑞

1 − 𝑞 𝑝

−𝑞 𝑛

=
1 − 𝑝 1−𝑞𝑞1−𝑞

1 − 𝑞 1−𝑞𝑝−𝑞
+

1 − 𝑝 1−𝑞𝑞−𝑞

1 − 𝑞 −𝑞𝑝−𝑞

𝑛

= 𝑝𝑞 1 − 𝑝 1−𝑞
𝑞1−𝑞

1 − 𝑞 1−𝑞
+

𝑞−𝑞

1 − 𝑞 −𝑞

𝑛

= 𝑝𝑞 1 − 𝑝 1−𝑞
𝑞1−𝑞

1 − 𝑞 1−𝑞
+

1 − 𝑞 𝑞

𝑞𝑞

𝑛

= 𝑝𝑞 1 − 𝑝 1−𝑞
𝑞 + 1 − 𝑞

1 − 𝑞 1−𝑞𝑞𝑞

𝑛

=
𝑝

𝑞

𝑞
1 − 𝑝

1 − 𝑞

1−𝑞
𝑛

=
𝑝

𝑝 + 𝜖

𝑝+𝜖
1 − 𝑝

1 − 𝑝 − 𝜖

1−𝑝−𝜖
𝑛

𝑡 = log
1−𝑝 𝑞

1−𝑞 𝑝
を代入
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雑な変形をすると

𝑝

𝑝 + 𝜖

𝑝+𝜖
1 − 𝑝

1 − 𝑝 − 𝜖

1−𝑝−𝜖
𝑛

=
1

1 +
𝜖
𝑝

𝑝
𝜖(𝜖+𝜖2)

1

1 −
𝜖

1 − 𝑝

1−𝑝
𝜖 (𝜖−𝜖2)

𝑛

≃
1

e 𝜖+𝜖2

1

e− 𝜖−𝜖2

𝑛

= e−2𝑛𝜖2
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少し丁寧な変形をすると
𝑓 𝜖 = 𝑝 + 𝜖 log 𝑝 − log 𝑝 + 𝜖 + 1 − 𝑝 − 𝜖 log 1 − 𝑝 − log(1 − 𝑝 − 𝜖)  

とおくと
𝑓′ 𝜖 = log 𝑝 − log 𝑝 + 𝜖 − 1 − log 1 − 𝑝 − log 1 − 𝑝 − 𝜖 + 1

= log 𝑝 − log 𝑝 + 𝜖 − log 1 − 𝑝 + log 1 − 𝑝 − 𝜖

𝑓′′ 𝜖 = −
1

𝑝 + 𝜖
−

1

1 − 𝑝 − 𝜖
= −

1

𝑝 + 𝜖 1 − 𝑝 − 𝜖

𝑓′′′ 𝜖 =
1

𝑝 + 𝜖 2 −
1

1 − 𝑝 − 𝜖 2

𝑓のマクローリン展開より

𝑓 𝜖 = 𝑓 0 + 𝑓′ 0 𝜖 +
1

2
𝑓′′ 0 𝜖2 +

1

3!
𝑓′′′ 0 𝜖3 + 𝑜 𝜖3

= 0 + 0 +
1

2
−

1

𝑝 1 − 𝑝
𝜖2 +

1

6

1 − 2𝑝

𝑝2 1 − 𝑝 2 𝜖3 + 𝑜 𝜖3

= −2𝜖2
1

4𝑝 1 − 𝑝
+

1 − 2𝑝 𝜖

12𝑝2 1 − 𝑝 2 + 𝑜 𝜖3 ≤ −2𝜖2
1 +

1 − 2𝑝 𝜖
3𝑝 1 − 𝑝

4𝑝 1 − 𝑝
+ 𝑜(𝜖3)

≤ −2𝜖2

HoeffdingはKL divergenceを計算して証明している．
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定理 [Hoeffding; 二項分布ver.]
𝑋 ∼ 𝐵 𝑛, 𝑝 とすると，

Pr 𝑋 − 𝑛𝑝 > 𝑡 < 2 exp −2𝑡2/𝑛
が成り立つ．

定理 [Hoeffding; 一般形]

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛は相互に独立で，確率1で𝑎𝑖 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏𝑖とする．

𝑌𝑛 ≔ σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 とすると，任意の𝑡 > 0に対して，

Pr 𝑌𝑛 − 𝐸 𝑌𝑛 > 𝑡 < 2 exp −
2𝑡2

σ𝑖=1
𝑛 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖

が成り立つ．

almost surely bounded
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